MAT 102 Calisma Sorulari

1) Asagidaki integralleri hesaplaymniz.
a)/ tan® x sec vdx

2m
b) / cos? 4xdx

2
c)/ sdr

e)/(lil;f dz
f)/sec3 xdx
g)/e% cos 3zdz
h) f2 V1+ ziadx

3v/3/2 3
) o e de

§) [ e=lsdo
k) [ Erdo

m)f2 V1+ ziaTde

n) [ £ de
Coziimler:

a) /tan3 rsecrdr = / (se(32 x — 1) tanxsecxdr = I

tan z sec cdr=du

( sec T=u ) :>I:/(u2_1)du:%S_U_Fc:%—secx-l-c

b) /0052 dadx =1

27
0082 4y = l+C(2)s8a: s [ = /1+c;>s&vdx — % + :31118:3 |27r T

0

c) /“;fzdm /w%”dx—i—/ 2+2da:—11+12—l




2, .
(;zd';i_(i) = Ilz/ﬁduzéln(ﬁ—i—?), Igz/@mdx:\/?arctan\%

= I:%ln(m2+2)+\/§arctan%+c

I /V2 2 /\/ Vo

z+1=+/3sinu _ secu _
(dm:ﬁcosudu) = I= [ 7 V3cosudu = /du = arcsm(

(1
e) / I11731

Inz=u _ 1 2 _ — (11193)3
(%dz:du) = 1= 17/“ du= gy +c= Ty +c

Skt
SN——
_'_
o

f) /sec3xd$:/secmse02 rdr =1

( sec z=u, sec? zdz=dv )

_ . _ 2. q -« _
tan o sec zdz—du, tan z—v) — I =secxtanx /tan rsecxdr = secxtanw

/ (sec2 T — 1) secxdx = secx tanx — / secd xdx + / sec xdx

sec z tan z+In|sec z+tan z| +

= [ =secaxtanz—I+In|secz + tanz|+c = I = 5

c

g) /62”’ cos3xdr =1

3sin 3zdz=du, < z:v

cos 3r=u, e>®dr=dv 2w .
(. ) = [ =c-gsdr g %/emsmi’)xdx

2z
3 cos 3rxdr=du, 5-=v

sin 3z=u, e**dz=dv 22 . 2m )
( ) — J=2c¢ czos?)x _~_% |:51n3216 _ %/621 COSSJJd.’L‘]

* cos 3 +36 sm3z+c

_ e*®cos3z 3¢ sin 3z 9 —
= 1= 2t — i te = I=2%3 13

4

h) u=x* ise du=4x3dx olur. Yeni integral sinirlar1 ise
u=16 ve u=625 olur. O halde:

I—f2 V1+ zte 7dx—f 16625u\/1—|—udu

Simdi s= u+1 ise ds=du olur. Yeni integral sinirlar:
s=17 ve s= 626 olur. O halde:

I:i 16726( )\[ds—z 626 3/2d f626 1/2d

s5/2 1626 _ $3/2 |626
10 117 6 117

= +-(3918761/626 + £ (17v/17 — 6261/626)



= (5862491626 — 391V/17).

1) u=2z2 ise du=2zdz olur. Yeni integral simirlar ise
u=0 ve u:% olur. O halde:

3v3/2 23
I= 22 :2f0

0 (422 4—9)3/2 4u+9 3/2

Simdi s= 4u+9 ise ds=4du olur. Yeni integral sinirlar
s=9 ve s= 36 olur. O halde:

_ 1 r= u 1 36 s—9
=3 fo (4u+9)3/2dz =3 fg 1537205

1
= 33 9 sl 2ds — g5 [ sz ds
= Y336 _ | -3 _ 3 _3

16 19 164/ 19 16 32 32

j) u=1+sinx ise du=cosxdx olur. O halde:

I'= f 1:—0:11?9d0 = f %du = ln(u)+c7 C: sabit
=In(1 4 sinz)+C

k) wf—il ifadesini basit kesirlere ayirirsak:

—= 4+ 115 + 1 elde edilir.

O halde:

4
I=[ade=[(—5mm — 1zm +tipg + Dde
= 2 2+1 4fz+1d +4f dw—i—fdx

= —farctanz — $In(z + 1) 4+ § In(z — 1) + z+C; C: Sabit

m) u=x* ise du=4x3dx olur. Yeni integral smirlar1 ise
u=16 ve u=625 olur. O halde:

I—f2 V1+ iz 7dx—z 16625u\/1—|—udu

Simdi s= u+1 ise ds=du olur. Yeni integral sinirlar
s=17 ve s= 626 olur. O halde:

626 626 626
I=1 [0 (s=1)sds =1 [T s3/%ds — 1 [} s/2ds

_ 921626 _ s%/% 1626
— 10 117 17

L(391876v/626 + & (1717 — 626/626)




= (5862491626 — 391V/17).

4 . . .
n) —— ifadesini basit kesirlere ayirirsak:

4
Ifflz—l L —i%—i—%—l + 1 elde edilir.

4 11 1.1 1.1
I= f g;f—ldx: f(_§.7;2+1 - Zw-{-l + 47z—1 + 1)d.13
1 1 1 1 1 1
=3 oade — 1 [ sgde + 3 [ s=gde + [ de

= —Llarctanz — 1In(z + 1) + 2 In(z — 1) + 2+C; C: Sabit

2. Asagidaki genellestirilmis integralleri hesaplayiniz.
0

a. / ze®dr

— 00
/2
b. / sec zdx
0
Coziim: a. u =z dv =
xr
o o e’dx =
. ) - du = dx,
zetdr = lim [ xe®dx v _ et
C——00 -
—o00 c ile kismi
0 integrasyon

= lim [e"z]” — /ezdx

= lim ( e‘c — 2)
C—— 00
(—

:Clér_noo e‘c—[1—e)
- nglww(l —o-1)

lim e®(1 — ¢) limitini inceleyelim:

Cc— — 00O

(1-0)

lim ef(1—¢) 02 Jim

c——00 c——oc0 e ¢
%J/hopital . -1
= lim
c——o00 —e~ ¢
= lim e
c——00
=0
oldugundan
0

/:zrezdx: lim (e‘(1—¢)—1)= lim e(1-¢)— lim 1=0-1=-1

— 00



dir.

us

b. Integral # = % ’de dikey asimtota sahiptir ve (0, %) arahgnda siireklidir.

’ 2

/2 c
/sec zdx = limi/sec zdx
O C—)i O

= lim [In(|secz + tanz|)];

c—3~
= lim [In(|secc + tanc|) —In(1 + 0)]
=00

3. Asagidaki integrallerin yakinsakligini veya iraksakligini aragtiriniz.

oo (oo}
1 V1+Vz
a. /Wdl’ b. /le'
1 1
Coéziim: a. f(x) = Hﬁ fonksiyonu [1, 00) araliginda siirekli ve her > 1
icin
eQac <z 6290 = < i
- l‘+€2x - 621’
o0
dir. / e%d:r integralini inceleyelim.
1
o0 (&
L dr =1 d
e2 T = ngo 2z
1 1
—2x (&
= lim [e }
c—00 -2 1
—2c —2
. e e
= dim ()
_e?
2

(o]
oldugundan / e%dx integrali yakinsaktir. O halde kargilagtirma testinden
1

oo

/ —1-dx integrali de yakinsaktir.

z+e2®

1

b. f(z) =~ 1\;;/5 fonksiyonu [1, 00) araliginda siirekli ve her > 1 i¢in

1</ 1+Vz =

B

<

-
S



o0 o0
dir. / %dm integrali raksaktir ¢iinkii m—lpdx integrali p < 1 icin 1raksar.
1

x

1

O halde kargilagtirma testinden / v zﬁdx integrali de raksaktir.
1

Ayrica / Y 1\/;\/5613: integralin degerini dogrudan hesaplayarak da integralin
1

yakinsak ya da iraksak oldugunu bulabiliriz.
/\/1 +Vr ) V1+ ez
—dz ~———dx
VT
1

Je
Z lim [ 2v1 + udu

c—00

1
Vet
Z lim / 2v/vdv
2

Cc— 00

4 L Vet
= lim {3y‘3/2}

c—00
2

= lim E(ﬁJr 1)%/2 - ;123/2}

c—00

=00

oldugundan / MoTvn f;\/idx integrali iraksaktir.
T
1

(*) u = /z degisken degigtirmesi yapilmigtir.
(**) v = 1 4 u degigken degistirmesi yapilmigtir.

4. y = 2% ve y = 5% egrileri ile x = —1 ve x = 2 dogrulari ile sinirli bolgenin
alanini hesaplayiniz.
Coziim:



1 1 2 1+ + 25 4 1,1
" In2 Inb In2 Inb In5 In2 Inb5 In2
116 5
T 5ln5  2In2

5. y = x vey = x2 egrelileri arasinda kalan bolgenin z = 3 dogrusu etrafinda
doéndiiriilmesi ile olugan cismin hacmini hesaplayimiz.
Coziim:



Ha

-1

y =z ile y = 22 egrileri (0,0) ve (1,1) noktalarinda kesisir.



The solid of revolution created on) < x < | by rotation of / x) =x and
g(x) =x about the misx=>3.

1

vz/w[<y—3>2—<¢§—3>2]dy
0

:/W[y2—6y+9—y+6\/§—9]dy
0
1

:/w[y2—7y+6\/§]dy

3 2 1
v Ty 3/2
= —_—— — 4
U [ 3 9 + 4y .

6) z(t) = e'sint, y(t) = e’ cost ile verilen egrinin ¢ = 0 dan ¢t = 7 ye kadar
olan kisminin uzunlugunu hesaplayimiz?

Coziim: 92 = ¢!(sint + cost), & = e'(cost — sint)



T 2 2 .
L= Ww) (2) - [ e
0 dt dt 0
:/ et\/mdtzﬁ/ el dt = v2(e" — 1)
0 0

7) y = €3 egrisinin x-ekseni etrafinda gevrilmesi ile olugan yiizeyin alanim
hesaplayiniz.

Coziim: % = 3¢%7,
T

b 2 b
d
A:%/y 1+<dy) dw:%/ e \/1 4 (3e3)2 da
a i a

u = 3e3x
du = 9e3*dx

27{_ 3€3b
= — mdu

9 3e3a

3¢50
2 1 2 1
o (WIEE L

3e3a

10



8) r = 1+cos 8 egrisinin diginda ve r = 3 cos 6 egrisinin iginde kalan bslgenin
alanini hesaplayiniz.

Coziim: 14 cosf = 3cos = cosf = % =0=3%, -
/3
A=1 / (r1)? — (2)2)d0
—m/3
m/3
=1 / ((3cosf)? — (1 + cos6)?)do
—m/3
/3
=1 / (8cos?§ — 2cosf) — 1)df
—7/3
C082 = 1+c;s 20
w/3
=1 / (4+4cos20 —2cosf —1)do
—m/3
/3
= / (2 +2cos20 — cos 0)do
—m/3

= [3 + sin26 — sin 0] T_r/7r3/3

=T+V3-V3
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9) Asagidaki dizilerin yakinsak veya iraksak olup olmadiklarini belir-
leyiniz. Yakinsak ise limitini bulunuz.

“ {3},

gntl | gntl oo
b) { 2n+zn
n=1

Coziim:
a)f(x) = 1‘\’%” siirekli fonsiyon olsun. f(n) = a, = IOg” , her n > 1 igin.
. L' Hopital .. 1 . 2
lim logw & AP 1im 7 =limg oo —= =10

logn .

O halde yakinsaktir.
vn n=1
. gntlentl o, en+1[(%)n+1+1] . (%)n+1+1 .

b) hmng,oo Tongen T hmng,oo W = hmnﬁoo ew =

O halde dizi yakinsaktur.
o0
10) Eger Y a, yakmsak ise lim a, = 0 oldugunu gosteriniz.

n—1 n— 00

Coziim: Sk = aj + ... + a; olmak tizere { Sk} serinin kismi toplamlar dizisi

olsun.Oyleyse, Z a,, yakinsak oldugundan hm S = S olmak iizere limit mev-
=1
cuttur. Ayrlca ap = Sk — Sk_1 yazlabilir. O halde,

klim ap = klim (Sk — Sk-1)
= lim Sk — lim Sk—l
k— k—oo
= S-S
0.

11) A§ag1dak1 serilerin karakterlerini behrleylmz

= 2" = 1
a. n23 - T(n b. 2 T d. ngl T
Coziim:
a) Intergral testini kullanahm. f(z) = 11( ) olarak almirsa fonksiyon
[3,00) araliginda siirekli, pozitif ve f'(z) = —2221?171*)1 < 0 olup azalan , n =
z“(lnx)2

3,4,5, ... i¢in ise f(n) = a, dir. Oyleyse,
¢

/ ﬁdm—/ —tirg %— 11m(2\/—2\/1n7)

In3 In3

serisi raksaktar.

(oo}
olup, integral iraksak oldugundan
=3 ny/In(n)

b) Kargilagtirma testini kullanalim. n = 1,2, 3, ... i¢in

"+1 > 3"

1 _ 1

3n+1 3n

on on > 9n = /2\"
< = = < =

R N )

n=1 n=1



o0 1
olup Z (g)n serisi geometrik seri olup, r = % < 1 oldugundan yakinsaktir.

Oyleyse, karsilastirma, testinden Z 3n +7 de yakinsaktir.

¢) Kargilagtirma testini kullanahm n=123, .. icin

41 > n
1 < 1

n3 +1 n3
1

1 > 1 =1
— - < _
n3 +1 vn3 ;\/n3+1 ;ng

o0
olup p = % > 1 oldugundan 13 serisi yakinsaktir. Karsilagtirma testinden

n=1mn?2

o]
> \/ﬁ serisi de yakinsaktir.
n=1

) d) Limit kargilagtirma testini kullanahm. a,, = T +1\/ﬁ ve b, = ﬁ olsun.
Oyleyse,
1
lim Z—n = lim 1+1\f = lim vn T
n—o0 0y n— oo ﬁ n—o00 f+
flx) = f+1 olsun. f(n) = f+1,hern_1,2,3
1
=r.H =
VT RLH 2T ] <0 (1)

oldugundan, limit kargilagtirma testi geregince a,, ve b,, nin karakterleri aymidir.
oo

o0
L serisi p = 5 ‘ 1 e .
nzl o serisip = 5 < 1 oldugundan iraksak olup nZ::l JnpT serisi de wraksaktir.

122

testini uygularsak

n2n n
serisi yakinsak ise verilen seri mutlak yakinsaktir.Oran

Coziim:
2n+1 1 n+1 ! 1 n
lim |2 = fim (A D" n | i [(PFEE) | 2 oe s

olup seri raksaktir.Bu durumda verilen seri mutlak yakinsak degildir.

13. arctan z fonksiyonunun a = 0 noktasindaki kuvvet serisini bulunuz.
Coziim: f(z) = arctanz fonksiyonunu Mclaurine serisine agalim.Biliyoruz
ki

)

o0

:Zx”, x| <1

n=0




Bu esitligin gerceklendigi aralikta ( yani serinin yakinsaklik araliginda) x yerine
—x yazarsak, |—z| = |z| < 1 olacagindan,

1+z

1 o0
= Z(—l)"m", lz| <1
n=0

yazilabilir.Simdi son ifadede z yerine x? yazilirsa ise |z| < 1 igin |2?| < 1
olacagindan

oo

1 n n
1+a2 > (=nna,

n=0

m2|<1

yazilabilir.§imdi de terim terime integral alimirsa ,

oo

1 n n
/1+xdx:/2(—l) " d, |x2| <1

n=0

Sonug olarak

oo
x2n+1

arctanx = Z(—l)"

n=0

2
1O 2| <1

Son olarak ise x=0 diyerek integral sabiti 0 olarak bulunur.

e $2n+1 )
t = -n" , <1
arctan z HZ:O( ) 1 |2?|

Dikkat edilmelidir ki, bu esitlik sadece ‘x2‘ < 1 yakinsaklik araliginda gercek-
lenir.Ciinkii yakinsaklik araligr digindaki degerler icin seri iraksak olup esitlik
gerceklenmez.
14) a) f(z) = lnx fonksiyonunu a = 1 komgulugunda Taylor serisine aginiz.
b) Elde ettiginiz serinin yakinsaklik yaricapini ve araligini bulunuz.
Coziim:.a) f(z) = Inz sonksiyonun a = 1 noktasinda taylor serisine a¢alim.

= f*)(a).(z — a)k a)(z — a)?
f(z) = Z % = f(@—kf’(a)(x—a)—l—%—i—... (Taylor Seri Agilimi)
n=0 ' :

f(x) =Inz ve a = 1 olmak iizere

L= 17

Inz = f(1)+ f'(1)(z — 1) 51 + ..
fz) = lnll’ f)y=0
filz) =~ Fy=1
F() = -1 1) =1
f(z) =12.273 1) =2

f®(z) = -1.2.324 @) =-6



Bu durumda taylor serisine agarsak;

> (n)l Tz —1)" e _1n—1x_1n
o 3L R AP

n! n
n=1

Bu esitlik serinin sadece yakinsaklik araliginda gergeklenir.Yani her x igin dogru
degildir.
b) Simdi yakinsaklik araligimi yani bu esitligin gerceklendigi araligi bu-
lalim.Oran testinden;
Ap+1
GAp

lim <1

n—0o0

iken yakinsak oldugunu biliyoruz. Oyleyse,

—1)" -1 n+1
lim Gnil| _ lim ("= ) i
n—oo | ap n—00 n+1 (z — 1) (=1)n1
-1 -1
= lim u = lim (@ 1)
= jz—-1l<1

olup yakinsaklik araligi 0 < = < 2 olaak bulunur.Simdi ise ug noktalar: inceleye-
lim:

szji%

seri harmonik seri olup 1raksaktir.

s -1 n—1
n
n=1

serisini elde ederiz.Alterne seri testinden yakinsaktir.Dolayisiyla yakinsaklik ar-
aligy

O<axr <2
olur.
3

15. Her z € [-0.3,0.3] icin, sinz fonskiyonu x — £ polinomu ile yaklagik

olarak hesaplanmak isteniyor. Yapilabilecek maksimum hata nedir? sin(10°) yi
yaklagik olarak, en az beg basamak dogru olacak sekilde hesaplayiniz.

Coziim: n. basamaktan agilan bir Taylor serisinin hata pay: z ile a arasinda
yer alan en az bir ¢ i¢in

£ Q) (@ — a)
(n+1)!

dir. f(x) = sinz fonksiyonunu a = 0 civarinda 3. basamaktan taylor serisini
3

R, (x) =

acarsak x — % polinomunu kullanmig oluruz. O halde

0 (_1)nx2n+1 23

15



oyle ki f"(x) = sin(x + ) olmak tizere

f4 (c)zt _ sin(c)z?

4 4

Rg(&?) =

yazilabilir. Yani bu hatay1 Vo € [—0.3,0.3] i¢in maximize etmek istiyoruz. Bu
noktada c x ile 0 arasinda oldugundan x e bagh degistigini gozlemlenerek
’ .’)33
Ry(z) = sm(m)w =0=2z=0

yazilabilir. Oyleyse kritik noktalar ve degerleri

/ . (—0.3)3 _3
v o= 032 Ry(—0.3) =sin(~0.3) 5~ = 1.3500 x 10
z = 0= Ry(0)=0
, _ (0.3) L
v = 03= Ry(0.3) = sin(0.3) 7~ = 1.3208 x 10
olup maximumunu aldig1 noktanin x = —0.3 oldugu goriilebilir. Bu durumda

alacagi maximum hata

max  Rs(z) = 1.3500 x 1073
z€[—0.3,0.3]

T

olur. Simdi sin (18) en az 5 basamak dogru olacak sekil hesaplayalim.Oyleyse
hatamiz 10~ dan kiiciik olmahdir ki hata 6. basamaktan sonra baslasin.

Ry (z) < MM
= (n+1)!
olup
|f* N (2)| = |sina| < 1= M
oldugundan a = 0 ve x = g = 0.17453 € [-0.3,0.3] oldugundan hata maximum

degerini x = —0.3 da alip

|—0.3]" "
(n+1)!

esitsizligini saglayacak n yi ariyoruz. Oyleyse

<107

3107" <107 (n+ ) =>n>7

olmalidir.Sonug olarak ise

2n—+1

s () (&
sin (173) = (2n(+81))' —0.17364

olarak bulunur. Gergek deger ise sin (1”—8) = 0.17364817766

16. f(z,y,2) = \/ﬁ fonksiyonunun tamim ve goriintii kiimesini

bulunuz.

16



Coziim:

16 — 22 —y? — 22 > 0 ise 22 + 3% + 22 < 16 olmal.

O halde tanim kiimesi

TK = {(z,y,2) € R? : 2® + y? + 2* < 16}/dur.

V16 — 22 — 42 — 22 > 0 oldugundan f(z,y,z) > 0.

Ote taraftan 2 + 42 + 22 siira yaklagirken /16 — 22 — y2 — 22 — 0 ve
f(x,y,2) — oo olur. Oyleyse DK = (0, 00) olur.

17. g(x,y) fonksiyonu agagidaki sekilde tanmimlaniyor:

i (2,y) #(0,0)
9(z,y) =
0 ) (x,y):(0,0)

g fonksiyonunun siirekli oldugu bolgeyi belirleyiniz.
Coziim:

(z,y) # (0,0) iken g(x,y) = % fonksiyon olup, tanim kiimesi R?—{(0,0)}

olup tamm kiimesi {izerinde stireklidir. Simdi (z,y) = (0, 0) noktasinda
stirekliligini aragtiralim:
Eger © = rcos(0),y = rsin(f) alinirsa

13 cos?(9)sin(6) _ rcos?(#)sin(6)
g(T’, 0) T ricost(0)+rZsin?(0) T 12 cos?(0)+sin*(0
r — oo iken olup g(r,8) — 0'dir.

) olup,

Eger y = 22 alinirsa
2 2 4 .
9(@,y) = w2 = st = 5 olup, (z,y) — (0,0) iken g(z,y) — 5 olur.
O halde (0, 0) noktasinda limit mevcut olmdigindan (0, 0) noktasinda siirekli
degildir.

18. g(z,y) fonksiyonu agagidaki sekilde tanimlanyor:

Sl (wy) #(0,0)
g(z,y) =
0 ) (m,y):((),())

g fonksiyonunun siirekli oldugu boélgeyi belirleyiniz.

Coziim:
2 4
(z,y) # (0,0) iken g(z,y) = %,z rasyonel bir fonksiyon ve tamm kiimesi
R? —{(0,0)} olup, tanim kiimesi iizerinde siireklidir.

Simdi (z,y) = (0,0) noktasinda siirekliligini aragtiralim:
72 cos?(6) sin* ()

cos?(0)+sin?(0) Olup’

Egerz = rcos(0),y = rsin() ahmirsa g(r,6) =
r — 0 iken (z,y) — (0,0) olup g(r,8) — 0'dir.
Fakat bu limitin sifir oldugunu garantilemez bu yiizden iddiamizi 1spatla-

maliyiz.
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Ve > 0 i¢in 39 > 0 sayis1 belirlemek gerekir, yleki
[(z,y) — (0,0)] < § iken |g(z,y) — 0] < € oldugunu gostermeliyiz.
|(z,y) — (0,0)] < d olsun. Bu durumda z? + y2 < ¢ yazilabilir.

(@) — 0] = [g(z,y)| = | 2ty | < |20 < 22| < [a? +97 <

O halde § = € segersek ispat tamamlanmig olur.

Bu ise (z,y) — (0,0) iken g(z,y) — 0 oldugunu garantiler.

Ote taraftan g(0,0) = 0 oldugundan siireklilik tanimi geregi verilen fonksiyon
R? de siireklidir.

19) h(x,y) = vz + 3e¥~? fonksiyonu verilsin:

a) (1,2,2) noktasinda yiizeye teget olan diizlemin denklemini bulunuz.
b) Diferansiyeli kullanarak 1/3.99¢2:%2 say1simi yaklagik olarak hesaplayiniz.

Coziim:
a) h(1,2) =V4e" =2, h, = \/;T eV=2, h, =z +3e¥ 2

= hy (1,2) = 1,hy(1,2) =2
z =20 = ha(1,2)(z — o) + hy(1,2)(y — %0)
= 2-2=1z-1)+2@y—-2) = z+8y—42-5=0

b) a = 4 ve b = 2 alirsak, dz = —0.01 ve dy = 0.02 olur ve fonksiyonu da
f(z,y) = \/ze¥ segebiliriz.

Bu yiizden f, = ﬁey7 fy = VxeY olur.
O halde; f(4,2) = 2¢?, f,(4,2) = 1e* ve f,(4,2) = 2¢* olmus olur.
V3.99¢20% = f(4 — 0.01,2 4 0.02) =~ £(4,2) + fo(4,2)dx + f,(4,2)dy

= 2e? + 1e%(—0.01) + 2€2(0.02) = &2¢?
20) Asagidaki kismi tiirevleri bulunuz.

a) BEger w = xy?23, 2 = 3v/st,y = sin2t, z = s+In(t+s) ise; %‘j, %—1;’ 'yi bulunuz.

b) Eger xe¥ + xz + ze¥ = 17 ise; % ve 3 5% ifadelerini bulunuz.
Qozum'
a) 9 = w,x, + wyys + w.zs = Y22 2\?} + 0+ 3zy22% (1 + 5)

= (sin2t)” (s + In(t + ))? \:3}+33f(51n2t) (s+1n(s+1))? (Hm)

%7;’ = Wt + WYt + ez = Y223 2:‘} + 22y23.2 cos 2t + 3zy? 2> t+s

= (sin2t)* (s + In(t + 5))* 25’/557+2.3\/s7 (sin2t) (s +In(t + s))* .2 cos 2t43.3v/st

(sin2¢)? (s + In(t + 5))? #

S
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v 9z | 024y _ 9r _ , _ —z=e
b)e+z+ag+ 52" =0 = G =2,= :

x+eY
%2 _ 9 (=z—e¥) _ —zz(zte¥)—(—2—e¥).1 _ 9 z+eY
0z2 7 Oz z+e¥ - (z+ev)? - (w+ey)2

21) h(z,y) = vz + 1ln(y — 2) fonksiyonunun (3, 3) noktasinda, a = 3i — 4j
vektorii yoniindeki yonli tiirevini bulunuz. (Yani D, h(3,3)’1 hesaplayiniz.)

Qﬁzﬁm
h =

b

In (y—2),hy: 1 Th|(35=0i+2j ve T =

Il
S
~.
|
(o4l
<

2\/7

22) f (:U y) = 2 +y? + xy + 1 fonksiyonunun ekstremum degerlerini bu-
lunuz. (maksimum, minimum ve semer noktalarini belirleyiniz).

=l

Coziim:

(420 = (20 = KN :(0,0),(-1,v2), (-1,-V2)

D(x,y) = fou \(a:,y) Jyy |(x7y) - [fﬂcy |(w7y) Jya |(w,y)]

( ,0) noktasinda D(0,0) = 22 -0 =4 > 0 ve fyz = 2 > 0 oldugundan
(0,0) noktas1 yerel minimum noktasi ve fonksiyonun yerel minimum degeri ise

£(0,0) =1 olur.

(—1,v/2) noktasinda D(—1,v/2) = 2.(2—-2) —8 = -8 < 0 == bu nokta
semer noktas1 olur.

(—1,—v/2) noktasinda D(—1,/2) = 2.(2-2) -8 = -8 < 0 = bu nokta

semer noktasi olur.
23) z = /a? 4 y? yiizeyi iizerinde bulunan ve (3,2,0) noktasina en yakin

olan noktay1 bulunuz.
Coziim: Uzayda herhangi bir (z,y, z) noktasmn (3, 2, 0) noktasina uzaklhig

icin d? = (2 — 3)2 + (y — 2)% + 22 dir. (w,y, 2) noktas1 z = /22 + y? yiizeyinde
oldugundan d? = (z — 3)? + (y — 2)? + 2% + y? = 22% + 2y — 62 — 4y + 13 olur.
f(z,y) = d? dersek :

2
fr=4r—-6=0 = a::§,fy:4yf4:0 — y=1
.2 .
Demek ki (3,1) tek kritik nokta.

fow =4, fyy =4, foy =0 = D(a,b) =4.4— 02 = 16.

2 2 2
D (3, 1> =16 > 0 ve fyy <3, 1> =4>0 = (3,1> yerel min.

O halde, z = y/22 + y? yiizeyinde (3,2,0) noktasina en yakin nokta

19



gaa

2
1

Vi3

3

) noktasidir.
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24) Tiirev yardimi ile #2y?z = 1 yiizeyi {izerinde bulunan ve orijine en yakin
olan noktay1 bulunuz.

Coziim: Herhangi bir (z,y, z) noktasimim orijine uzakhig i¢in d? = 22+ +
2 .
z* dir.

1
22y =1 2= — 4 =22 4 o? +
7Yy

1 ..
e f(z,y) = d? icin

4 6,4 4 4.6
fz:2m—x5y4:0:>xy:2,fy:2y—x4y5:O:>my:2
Buradan = = £+ ¥/2 ve y = &+ V/2 bulunur.

20 20 16
f'L'L:2+x6y4 ’fyy:2+x4y6 af.Ly:xTyS
D(£V2,£V2) = (2+10)(2+10) — (8)> =80 >0
ve for (£ V2,£V2) =12>0 = (£ V2,+ V2) yerel min.

O halde, z2y?z = 1 yiizeyinde orijine en yakin noktalar: (+ V/2, £ V/2, v/32)

21



25) f(z,y) = 22y fonksiyonunun z? + 3> = 1 iizerindeki maksimum ve
minimum degerlerini bulunuz.

Coziim: f(z,y) =2’y = V[ =(fs,fy) = (2zy,2?)
gz, y) =2 +y* =1 = Vg = (g 9y) = (22,2y)

f=AVg = 2y =2z ve 2% = 2y

e z = 0 olursa birinci egitlik saglanir ve ikinci esitlikten y =0 ya da A =0
olur. Sayet y = 0 ise 22 + y? = 1 ile celisir. A = 0 ise iki esitlikte saglanir
ve 22 + 3% = 1 esitliginden y = +v/1 = +1 bulunur.

e = # 0 ise y = A bulunur. ikinci esitlikten 22 = 2A? olur.
1
24P =1 = 2274 N =1 — A=+—

V3

min.

BENG

£(0,£1) = 0 elde edilir.

26) : f(z,y) = e~ fonksiyonun z? + 4y? < 1 bolgesindeki mutlak maksi-
mum ve minimum degerlerini bulunuz.

Coziim:

Verilen bolge elips olup kapali ve sinirhdir.Ayrica f fonksiyonu bu bolgede
stireklidir.

Bu durumda mutlak ekstrememum noktalarimi bulmak i¢in fonksiyonun ig
ve siir noktalarindaki ekstremumlarini bulmamiz gerekmektedir.

1.I¢ noktalar1 inceleyelim

Jo=—ye " =

—y=0

fy=—ze ™™ =0

—xz=0

buluruz.Bu da bize (x,y)=(0,0) verir ve f 'nin degeri
f(0,0)=1

olur.

Bu durumda fonksiyon elipsin i¢ noktasinda bir tane ekstremum noktasi
vardir o da

7(0,0)=1

22



noktasidir.
2.Smir Noktalarindaki ekstremum noktalarini inceleyelim.
Bu elipsin sinir noktalar ,

22 +4y? =1
flz,y) = e ve g(x,y) = 22 + 4y* — 1 olmak iizere
2+ 4yt =1 = Jv=120
2 +4y? =1

Yani;

—ye™ ™ = X2z (2)
ze ™ = A8y (3)

2?4yt =1 (4)

(2) denklemini z ile,(3) denklemini y ile ¢arparsak:

—zye ™ = X222 (5)

—zye ™ = \8y? (6)
(5) ve (6) denklemlerinden 2\(z? — 4y?) = 0 elde edilir. O halde;

A=0 (7)

veya
a? =4y’ (8)
olmahdir. (4) ve (8) denklemlerinden
2$2:1¢:c:j:7 vey ==+ \1[ elde edilir.
Eger A =0 ise z = 0 ve y = 0 fakat 02 4 4.0% # 1 olacagindan A # 0 olmak

zorundadir.
Sonug olarak;

f(G5iag)=e /<1

FT5gp) =/t >1

f(T’_V) =el/t>1

fJ5 5=t <1

oldugundan (—\/5 2—\/5) ve (%,—2—\1/5) mutlak maksimum, (%,ﬁ) ve
(—-L, —-1-) mutlak mininmumdur.

V2’ 2f

27) / / Y .dxdy integralini hesaplayiniz.
1422y

Coziim:

23



14y =

In(z) =

28) Yarigapt 3cm olan

hesaplayiniz.
Coziim:
3 Y92

-

-3 —Y9—a?

11
Y
//1+$y.dmdy

00

u = ydr = du

In Jul; ™ dy

—

0
1

/ln(l +y)dy

0

z olsun. = dy = dz

[ V)

In(z)dz
1
dz

u,dz = dv olsun. = —
z

2

[In(2)2]? — / dz

1
2ln2 -1

yarim kiirenin / / integral yardimiyla hacmini

V9 — 22 — y2.dydx

du,z =v

Bu soruyu ¢ozebilmek i¢in kutupsal koordinatlar: kullanalim.

T = r.cost
y = r.sind
dxdy = rdrdf

Bu durumda,
21 3

V= //W.T.drd@
00

2

_ [, r?)s 3
= [(E= e

0

24



=54r

8 2
29) [ [ ew4d:cdy integralini hesaplaymiz. (Ipucu: Integrasyon bolgesini
0¥y
¢iziniz ve integral sirasini degigtiriniz.)
Coziim: D = {(z,y): 0<y <8, ¢y <z <2} ={(2,9):0<2<2,0<
y <2}

25



26



30) Yukaridan z = 22 + y? paraboloidi ve agagidan xy—diizlemi iizerinde
bulnan ve smirlar1 y = x,x = 0 ve x + y = 2 dogrular1 olan iicgen bdolge ile
sinirlanan bélgenin hacmini hesaplayiniz.

Coziim:
' . y=x
2.
'I_ i
1) -1 1 2 ]
y:.x'l'z
_'|_ E
_1 E

27



Hacim

Wl —/— o

— oY o~ oY~ ~
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31) y = /z egrisiile y = z — 2 ve y = —x dogrulan ile sinirlanan bélgeyi
¢iziniz ve bu bolgenin alanmim ardisik iki katli integral olarak ifade ediniz ve
integrali hesaplayiniz.

Coziim:

y=sqrt(x)

-5

y = /7 ile y =  — 2 egrisinin kesigtigi noktay1 bulalim:

Vi=r-2=zx=4-2v+2>=2>-32+4=0=x2=14 (z# —1, ¢linkii
y = /7 oldugundan z > 0 olmahdir.)

=4 = y = 2 bulunur.

y = —x ile y = x — 2 egrisinin kesistigi noktay1 bulalim:

—x=x—2=2=1= y=—1 bulunur.

29



Alan = A+ B

2 y+2 0 y+2
= //ldxdy—i— / /1dwdy
y=0z=y2 y=—lz=—y
2 0

y+2—1y° @rb/@+2+ymy
-1

Jin
oo

2
:[% %——}+W+m:
0
13
3

2.Yol:

-5

y =z ile y = x — 2 egrisinin kesigtigi noktay1 bulalim:
Vi=r-2=zr=4-2x+22=2?2-3r+4=0=2=14 (v # —1, ¢linkii
y = v/z oldugundan z > 0 olmaldir.)
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y = —x ile y = x — 2 e@risinin kesistigi noktay1 bulalim:
—r=z—-2=>zx=1

Alan = A+ B
1 Vz 4 r
/ /1dyd;v+/ / ldydx
r=0y=—2x r=1ly=x—2

4

= / Yo+ [ do

1

/1(\/£E+m dx+7\f+2—x

1

o

+ 2z — —

23:3/2 + 273/2 z21?
3 5,
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32) Asagidaki integrali hesaplaymiz. (Ipucu: Kutupsal koordinatlara ge-
viriniz.)

/ / In(2? + y* + 1)dzdy.

Coziim: Integrasyon bolgesi: D = {(z,y) : 0 <y < 1,—/1 —92 <z <

V1-19?}

x=-sqrt(1-y*2 x=sqrt(1-y"2)

D ={(z,y),-1 <2 <1,0 <y <+1—2a?} olarak ifade edilirse

1 V1-y? 1 VI-2a?
/ / In(z? + 4 + 1)dxdy = / / In(z? + 42 + 1)dydz
0 _ 1—y2 r=-—1 y=0

x =rcosf ve y = rsinf olmak iizere dydx = rdrdf dir.
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1 1—x2

T 1
/ / In(z? +y* + Vdyde = / / In(r? + 1)rdrdd
6=07r=0

r4+1 = u =2rdr=du
T 2
1
= //gln(u)dude
01

1 2
= /5 [wln(u) — ul} df

1
- 5[21n(2)—2+1]/de
0
= (n(2) - )65
- (1n(2)—%)7r

33



33) Ustten z = 9 — 2% — y? paraboloidi ve alttan ise zy—diizlemindeki birim
cember ile sinirlanan kati cismin hacmini hesaplayiniz.

Co6ziim: Integrasyon bolgesi: D = {(z,y): —1 <z <1,—-V1—-22 <y <
Vv1—az2}

x =rcosf ve y = rsinf olmak iizere dydx = rdrdf dir.

1 T—2?
Hacim = / / (9 — 2% — ) dydx
r=—ly=—v1-a?
1 2r
_ / / (9 — r2)rdddr
r=06=0

1

= 27r/(9r —r¥)dr
0
9 a7t
= 27 l:—TQ - —}
2 41,
17

= 7

2
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z=9-x"2-y"2
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